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第一章 函数 极限 连续



基本内容

数列极限

数列极限的定义

收敛数列的性质：唯一性、有界性、保号性、保序性、夹逼性

数列的审敛准则：单调有界准则、归并原理、Weierstass定理

                  Cauchy收敛原理



基本内容

函数极限（要求弱化）

函数极限的定义

函数极限的性质：唯一性、局部有界性、局部保号性、局部保序        

                 性、夹逼性

函数极限的存在准则：单调有界准则、Cauchy收敛原理



基本内容

无穷小量

无穷小量的定义

无穷小量的性质

无穷小的阶

无穷小的等价代换(熟记常用的无穷小等价代换）

无穷大量



基本内容

连续函数

函数连续的定义

间断点及其分类

连续函数的运算性质与初等函数的连续性

闭区间上连续函数的性质：有界性、最大最小值定理、零点存在

                          定理、介值定理 

函数的一致连续性



注意

两个重要极限：

常用无穷小的等价代换:
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重点题型一：判断数列收敛与数列极限的求解

常用方法：

利用数列极限的定义

利用夹逼性

利用单调有界准则

利用Cauthy收敛原理



重点题型一：判断数列收敛与数列极限的求解

解： 利用夹逼性，因为

且       ，由夹逼性知    收敛，并且       .

例1：证明数列            收敛并求其极限值.n
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重点题型一：判断数列收敛与数列极限的求解

解法一(重点掌握）：利用单调有界准则

        因为              ，所以    有上界.

        又        ，假设         ，则

                                  所以    是严格单调增的，

        所以    收敛.设       ，对递推关系式两端取极限得

               ，解得

例2：设            ，证明数列    收敛，并求其极限
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重点题型一：判断数列收敛与数列极限的求解

解法二：利用极限的定义

设数列    收敛，并记      ，

对递推关系式两端取极限得       ，解得 

再利用极限的定义证明

任给      ，由不等式            解得

取        ，则       时，恒有      ，所以

例2：设            ，证明数列    收敛，并求其极限
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重点题型一：判断数列收敛与数列极限的求解

解法三：利用Cauthy收敛原理

    

例2：设            ，证明数列    收敛，并求其极限
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重点题型二：判断间断点及其类型
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，下面分别讨论：解：间断点有 2),4,3,2(12,1,0  kk
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重点题型三：求渐近线

基本方法

为垂直渐近线；则若 0,)(lim.1
0
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重点题型三：求渐近线
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重点题型四：无穷小的阶的应用
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第二章 一元函数微分学及
       其应用



基本内容

导数的概念

导数的定义（证明题中常用）

导数的几何意义



基本内容

求导的基本法则

函数和差积商的求导法则

复合函数的求导法则

反函数的求导法则

常用初等函数的导数公式

高阶导数

隐函数求导法则

参数方程求导法则

相关变化率问题（期末不作为重点考查）



基本内容

微分

微分的定义及几何意义

微分运算法则

高阶微分

微分在近似计算中的作用



基本内容

微分中值定理

费马定理

罗尔定理及其推论

拉格朗日定理

柯西定理

洛必达法则



基本内容

泰勒定理及其应用

泰勒定理

常用初等函数的Maclaurin公式

泰勒公式的应用（求极限、证明不等式）



基本内容

函数性态

单调性

极值（第一、第二、第三充分条件）

最值

凹凸性



注意

常用高阶导数公式（熟记）
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重点题型一：用微分中值定理证明存在性问题

0)('),(,(),,  ）使（证明存在  ffFba

基本思路：观察函数间的关系特点，构造合适的辅助 
      
                  函数，再运用微分中值定理求解



重点题型一：用微分中值定理证明存在性问题

常用辅助函数总结

0)()('1   ff）欲证 )()( xfexF x令

)()(0)()(' xfexFff x ，令特别的， 
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重点题型一：用微分中值定理证明存在性问题

  :.0)()(),(,)(1 试证内可导，上连续，在在：设例  bfafbabaxf

.0)()('),,(  cfcfbac  使，存在对任意实数

),,(),()(),()( bacbaxFxfexF x  上用罗尔定理，存在在区间对解：令 

.0)()(',0)('  cfecfecF cc  即使得

.0)()(',  cfcfce c  所以而



重点题型一：用微分中值定理证明存在性问题

  ,0)()(),(,)()(2  bfafbabaxgxf 内可导，且上连续，在在和：设例
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重点题型一：用微分中值定理证明存在性问题

若极限内可导，且上连续，在在设函数例 ,0)('),(],[)(: xfbabaxf
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重点题型二：讨论分段函数的连续性与可导性
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重点题型三：求函数极限

常用方法：

利用函数极限的定义（很少用）

利用等价无穷小代换

利用两个重要极限

利用夹逼定理

利用泰勒展开

利用洛必达法则
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重点题型三：求函数极限

常用技巧：

分母有理化

去除非零因子

变量代换

先等价无穷小后洛必达



重点题型三：求函数极限
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重点题型三：求函数极限
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：计算极限例

：解法二：由泰勒定理知
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重点题型四：用函数导数定义证明等式

.0)0('0],[)(3  fxllxf 处可导，且上连续，在在：设例
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重点题型五：由参数方程确定的函数的求导问题
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重点题型六：隐函数求导问题

基本方法与技巧

的二阶导数：所确定的隐函数求由方程 )(0),(.1 xyyyxF 

).('')('),('0),( xyxyxyxyxF 求导得再对求导得两端对方法：在 

.0),()(')('' 尽可能化简利用原方程之前对技巧：在求 yxFxyxy
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求导，得的等式两端再对表达式，直接对求导所技巧：不用求出



重点题型六：隐函数求导问题
'.',1 yxey xy 求例： 
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重点题型七：复合函数求导问题
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xxxxy ）的拐点是（例：曲线 

),()1()( 4 xSxxf 解法一：令

),(')1()()1(4)(' 43 xSxxSxxf 

)],('')1()(')1(8)(12[)1()('' 22 xSxxSxxSxxf 

.0,11)('',0)1( ）不是拐点两侧不变号，所以（在  xxfS

.B,)0,2( 选是拐点同样的方法可判断

穿跟法（奇过偶不过）解法二 :



第三章 一元函数积分学及
     其应用



基本内容

定积分的定义、存在条件与性质

定积分的定义（求解比较复杂的极限时有时会用到）

定积分的存在条件

定积分的性质（线性性质、单调性、介值性、绝对值积分、

               区间可加性、乘积性质、积分中值定理）



基本内容

微积分基本公式与基本定理

微积分基本公式（牛顿-莱布尼兹公式）

微积分基本定理（第一、第二）

不定积分（熟记常用函数的不定积分）



基本内容

两种基本积分法

换元积分法（换元法则1，换元法则2）

分部积分法



基本内容

定积分的应用

微元法的建立

定积分的几何应用（平面图形面积，旋转体体积）

定积分的物理应用（细棒质量、引力，做功）



基本内容

反常积分

无穷区间上的积分

无界函数的积分

反常积分的审敛准则（比较准则1、2，绝对收敛准则）

   函数（不考）



基本内容

微分方程

微分方程的基本概念（通解、特解）

可分离变量的一阶微分方程

一阶线性微分方程

可用变量代换法求解的一阶微分方程

可降阶的高阶微分方程

微分方程的应用（期末很少涉及）



注意

熟记常用基本函数的积分公式
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重点题型一：定积分与不定积分的求解

基本方法：
换元积分法一（凑微分）

换元积分法二：如果被积函数中有：

注意：半角代换是求解三角有理函数积分的普适方法，但不一定是最简方法。

分部积分法
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重点题型一：定积分、不定积分与广义积分的求解

  dxxx 23 4例：

解法一：凑微分法
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重点题型二：微积分的几何应用

基本方法：微元法

.),0(ln 211 过原点的一条切线曲线其中常数的方程为例：设曲线 llaxayl 
.,.1 21 积轴围成的平面图形的面以及与切线求曲线 xll
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重点题型三：微分方程求解

基本方法
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)()(

 


CdxexQeyxQyxPy
dxxPdxxP

形如

.)(.4
x
yu

x
yf

dx
dy

 令形如

.)()('.5 1   yuyyxQyxPy 并令两端同除以形如

.)(.6 )( 次积分形如 nxfy n 
.')',(''.7 pyyxfy  令形如

.')',(''.8 pyyyfy  令形如



重点题型三：微分方程求解

.23 的通解例：求方程 xttx
dt
dx



.,Bernoulli 11

dt
dxx

dt
duxu   则方程，令解：原方程为

.3ttu
dt
du

方程原方程变为非齐次线性

.2)(
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ttdt

CetCtdteteu通解为

.
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1
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2
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2 t
Cet

x



从而得原方程的通解为

.0 但不能包含在通解中也是原微分方程的解，注意， x



重点题型四：广义积分的审敛问题

基本方法

两个比较准则（仅适用于定号函数）

绝对收敛准则

;1)0(1
1


 时发散时收敛，当当积分：掌握两个 pppdx
x

p p

.11)0,(
)(

1
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a p pppbadx
ax

时发散时收敛，当当



重点题型四：广义积分的审敛问题

注意：

这两个积分是否收敛积分的和，再分别判定的区间可加性分成两个

时，应利用积分，当下限为积分下限为无穷区间的 01.1 p

..2 还是下限性时，分清奇点是上限在判定无界函数的敛散



重点题型四：广义积分的审敛问题

.)()(
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2 绝对收敛收敛，证明广义积分例：设广义积分 dx
x
xfdxxf 



都收敛，和而解：因为 
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解：
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为由夹逼性知原级数极限



第四章 无穷级数



基本内容

常数项级数

常数项级数的概念、性质(1.3最重要）与收敛原理（Cauchy收敛原理）

正项级数的审敛准则

变号级数的审敛准则（莱布尼兹准则、绝对收敛准则）



基本内容

函数项级数

函数项级数的处处收敛性

函数项级数的一致收敛性与判别方法

一致收敛级数的性质(和函数连续性、可积性、可导性）



基本内容

幂级数

幂级数及其收敛半径（注意阿贝尔定理和收敛半径公式）

幂级数的运算性质

函数展开成幂级数（熟记常用函数的展开式）

幂级数的应用（近似计算）



基本内容

Fourier级数

周期函数与三角函数

三角函数的正交性与Fourier系数公式

周期函数的Fourier展开（注意正弦级数、余弦级数）

定义在[0,l]上的Fourier展开（奇延拓、偶延拓）

Fourier级数的复数形式（不考）



注意
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）展开式（注意收敛区间常用初等函数的幂级数
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重点题型一：级数的审敛问题

基本方法

  有界准则）对应数列审敛中的单调有极限定义：部分和数列一般： (;)1.1 nS
）；常用于判定级数不收敛收敛，则级数性质：级数 (0lim)2

1







 nnn

n aa

考查较少）；只针对特殊类型好用收敛原理 ,(Cauchy)3
  ;)1.2 有上界部分和数列正项级数： nS

；小的发散，大的发散）大的收敛，小的收敛）两个比较准则 ;(2
难点）；积分准则()3

检比法、检根法；)4
;)1.3 错级数）莱布尼兹准则（针对交变号级数：

绝对收敛准则)2



重点题型一：级数的审敛问题
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：判断下列级数的收敛性例
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重点题型一：级数的审敛问题
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解：

.21lim 2 知原级数收敛收敛，由比较准则而
nn 



重点题型一：级数的审敛问题

)0()sin(
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还是绝对收敛？，若收敛，是条件收敛判断下列级数是否收敛例
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解：

.leibniz 准则知其收敛这是一个交错级数，由
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.所以原级数条件收敛



重点题型二：函数项级数一致收敛的判定

基本方法

;)1.1 一致收敛的定义证明一致收敛：

；掉判别准则（通过放缩去 ))2 xM

;)1.2 题一致收敛定义的逆否命证明不一致收敛：

证明不处处收敛)2

）一致收敛原理（很少用另：Cauchy

上不连续证明和函数在所给区间)3



重点题型二：函数项级数一致收敛的判定

.

),[,0:
1

收敛但在其收敛域内不一致

上一致收敛，级数在的和函数，并证明：对求函数项级数例 
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不一致收敛不连续，所以原级数在知和函数而由 
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重点题型三：和函数可导性的判定

基本方法

.)(
1

是否可以逐项求导判断级数


n
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);()()1 )1( ICxun 

处处收敛；
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重点题型三：和函数可导性的判定
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1
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论是否可以逐项求导上的一致收敛性，并讨在例：判断级数 
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收敛收敛，所以原级数一致解：

.导所以原级数不可逐项求



重点题型四：幂级数的和函数求解
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xxxxS其中

.区域否收敛，从而得出收敛检验原级数在端点处是缺项时用检比法，同时

数收敛半径公式，区间，不缺项时用幂级求解方法，先求出收敛注意：幂级数收敛区域



重点题型五：将函数展开成幂级数

.0
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1)( 02 处展开成幂级数在例：将函数 
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解：
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.比较简便数的幂级数收敛域确定收敛域的确定用已有函

域，级数后，务必指明收敛注意：将函数展开成幂



重点题型六：将函数展开成Fourier级数
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最好写上）定理，由 (
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PPT及往年试题获取方式：

       加入南辅答疑群（185944600），

      从群文件下载



谢谢大家！


